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教科書やノートなどを参照しても構いません。

1. N
(
µ,σ2

)
の母集団（平均 µ、分散 σ2の正規母集団）から抽出した大きさ nの無作為標本 (X1,X2, . . . ,Xn )

を考える。µは未知であるが、σ2 は既知とする。

（a）Y =
n∑
i=1

Xi とする。Y の分布を求めなさい。

（b）Xi の標本平均を X =
1
n

n∑
i=1

Xi =
1
n
· Y とする。（a）の結果を利用し、X の分布（

1
n
· Y の分布）を

求めなさい。

（c）X を標準化したものを Z =
X − µ√
σ2/n

とする。このとき、（b）の結果を利用し、Z が標準正規分布に

従うことを証明しなさい。
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練習問題解答

1.（a）(X1,X2, . . . ,Xn ) は N
(
µ,σ2

)
の母集団からの標本なので、任意の i について Xi ∼ N

(
µ,σ2

)
であ

る。よって、

E(X1) = E(X2) = · · · = E(Xn ) = µ,

V (X1) = V (X2) = · · · = V (Xn ) = σ2

となる。また、(X1,X2, . . . ,Xn ) は無作為標本なので互いに独立である。したがって、正規分布の

再生性より、

Y = X1 + X2 + · · · + Xn ∼ N


µ + µ + · · · + µ︸             ︷︷             ︸

n 個

,σ2 + σ2 + · · · + σ2︸                   ︷︷                   ︸
n 個


 ,

つまり、
Y ∼ N

(
nµ,nσ2

)
である。

（b）（a）より、Y ∼ N
(
nµ,nσ2

)
なので、E(Y ) = nµ,V (Y ) = nσ2 である。よって、

X =
1
n
· Y ∼ N


1

n
· nµ,

(
1
n

)2

· nσ2


 ,

つまり、

X ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
である。

（c）（証明）

Z =
X − µ√
σ2/n

=
1√
σ2/n

· X − µ√
σ2/n

.

（b）より、X ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
なので、E

(
X
)
= µ,V

(
X
)
=
σ2

n
である。よって、

Z =
1√
σ2/n

· X − µ√
σ2/n

∼ N


 1√
σ2/n

· µ − µ√
σ2/n

,


 1√
σ2/n




2

· σ
2

n




となる。ここで、

1√
σ2/n

· µ − µ√
σ2/n

=
µ√
σ2/n

− µ√
σ2/n

= 0,


 1√
σ2/n




2

· σ
2

n
=

1(√
σ2/n

)2 ·
σ2

n
=

1
σ2/n

· σ
2

n
=

n
σ2 ·

σ2

n
= 1

である。したがって、
Z ∼ N (0,1)

となる。これは Z が標準正規分布に従うことを意味する。（証明終）


